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(Vector Spaces) برداری فضاهای

عمل دو مجموعه، این در می شوند. نامیده بردار آن عناصر که هستند مجموعه ای برداری فضاهای
است: شده تعریف
بردارها جمع

می شود. گفته اسکالر آنها به که حقیقی اعداد در بردارها ضرب
باشد: داشته را زیر شرایط باید برداری فضای یک

x+ 0 = x باشیم: داشته x بردار هر برای که طوری به (0 (عدد جمع همانی عضو یک وجود ۱

x + (−x) = 0 که طوری به −x جمعی عکس یک وجود x بردار هر برای ۲

باشیم: داشته x بردار هر برای که حقیقی اعداد مجموعه در (1 (عدد ضرب همانی عضو وجود ۳

1x = x
x, y همه ی برای x + y = y + x جا به جایی: ۴

و x, y, z همه ی برای α(βx) = (αβ)x و (x + y) + z = x + (y + z) شرکت پذیری: ۵

α, β ∈ R
(α+ β)x = αx + βx و α(x + y) = αx + αy توزیع پذیری: ۶
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(Linear Independence) خطی استقلال

تعریف مستقل خطی صورت به V برداری فضای در v1, v2, . . . , vn بردارها از مجموعه ای
اگر: می شوند

α1v1 + α2v2 + · · ·+ αnvn = 0 ⇒ α1 = α2 = · · · = αn = 0

باشند. صفر ضرایب همه که شود صفر زمانی فقط آنها خطی ترکیب یعنی
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(Span) گستره

می شود: تعریف زیر صورت به v1, v2, . . . , vn بردارها از مجموعه یک گستره ی

span{v1, . . . , vn} = {v ∈ V : ∃α1, . . . , αn که v = α1v1 + · · ·+ αnvn}

پایه می دهد، پوشش را V تمام آنها گستره ی و هستند خطی مستقل که بردارها از مجموعه ای
می شود. نامیده (Basis)
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(Ⅾiⅿension) بعد

متناهی بعد شود، داده پوشش بردارها از متناهی مجموعه ای توسط برداری فضای یک اگر
نامتناهی بعد صورت، این غیر در دارد. نام (Finite−Ⅾiⅿensionaⅼ)

دارد. (Infinite−Ⅾiⅿensionaⅼ)
صورت به و می شود نامیده برداری فضای بعد ،V برداری فضای برای پایه یک بردارهای تعداد

می شود. داده نمایش dimV
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(Euclidean Space) اقلیدسی فضای

شامل فضا این بردارهای می شود. داده نمایش Rn با که است برداری فضای یک اقلیدسی فضای
هستند: حقیقی اعداد از n‑تایی

x = (x1, x2, . . . , xn)

ستونی بردارهای یا n × 1 ماتریس های عنوان به را بردارها این می توان موارد، از بسیاری در
گرفت: نظر در (Column Vectors)

x =


x1
x2
...

xn
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Rn در اسکالر ضرب و جمع

می شود: تعریف مؤلفه ای صورت به بردارها در اسکالر ضرب و بردار دو جمع

x + y =

x1 + y1
...

xn + yn

 , αx =

αx1
...

αxn
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(Subspaⅽes) فضاها زیر

باشد، برداری فضای یک V اگر باشند. دیگر برداری فضاهای شامل می توانند برداری فضاهای
اگر: است V از فضا زیر یک S ⊆ V آنگاه

0 ∈ S ۱

x + y ∈ S آنگاه باشد، x, y ∈ S اگر باشد: بسته جمع تحت S ۲

αx ∈ S آنگاه باشد، α ∈ R و x ∈ S اگر باشد: بسته اسکالر ضرب تحت S ۳

فقط که بدیهی برداری فضای همچنین، است. خودش از فضا زیر یک همواره V فضای نکته:
می شود. محسوب فضا زیر یک باشد، 0 شامل
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(Direct Sum) مستقیم جمع

می شود: تعریف زیر صورت به آنها مجموع آنگاه باشند، V فضای زیر دو W و U اگر

U + W = {u + w | u ∈ U,w ∈ W}

نامیده مستقیم جمع مجموع، ،U ∩ W = {0} اگر است. V از فضا زیر یک نیز بالا مجموعه ی
می شود. نوشته U ⊕ W صورت به و شده

آن: در که نوشت، u + w صورت به یکتا طور به می توان را U ⊕ W در بردار هر

u ∈ U, w ∈ W

است. مستقیم جمع برای کافی و لازم شرط یک این
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فضاها زیر ابعاد رابطه ی

می کند: پیروی زیر رابطه ی از فضاها زیر مجموع ابعاد

dim(U + W) = dimU + dimW − dim(U ∩ W)

آنگاه: باشد، مستقیم جمع، اگر

dim(U ⊕ W) = dimU + dimW

زیرا:
dim(U ∩ W) = dim({0}) = 0
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(Linear Maps) خطی نگاشت های

شرط دو و هستند برداری فضاهای W و V آن در که است W به V از تابعی خطی نگاشت یک
می کند: برآورده را زیر

T(x + y) = Tx + Ty ∀x, y ∈ V ۱

T(αx) = αTx ∀x ∈ V, α ∈ R ۲

می شود، استفاده Tx از T(x) جای به و می شوند حذف غیرضروری پرانتزهای رایج، نگارش در
نشود. ایجاد ابهامی اینکه بر مشروط
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(Linear Operator) خطی عملگر

می شود. نامیده خطی عملگر یک باشد، خودش به V از که خطی نگاشت یک

و جمع یعنی فضاها، این اصلی عمل دو زیرا می کند، حفظ را برداری فضاهای ساختار تعریف این
می کند. حفظ را اسکالر، ضرب

(Hoⅿoⅿorphisⅿ) برداری فضاهای همریختی را خطی نگاشت یک جبری، اصطلاحات در
می نامند.

می نامند. (Isoⅿorphisⅿ) هم ریختی را آن باشد، معکوس پذیر خطی همریختی یک اگر
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(Isoⅿorphisⅿ) هم ریختی

می نامیم (ایزومورفیک) هم ریخت را W و V آنگاه باشد، داشته وجود W به V از هم ریختی ای اگر
می نویسیم: و

V ∼= W

هستند. ”یکسان” جبری ساختار نظر از واقع در هم ریخت برداری فضاهای
و V اگر هستند. هم ریخت همیشه یکسان بعد با برداری فضاهای که است این جالب نتیجه یک
هم ریختی آنگاه ،(dimV = dimW = n) باشند یکسان ابعاد با حقیقی برداری فضاهای W

داریم: را زیر طبیعی
φ : V → W

α1v1 + · · ·+ αnvn 7→ α1w1 + · · ·+ αnwn

هستند. W و V برای پایه هایی w1, . . . ,wn و v1, . . . , vn آن در که
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نتیجه گیری

ترکیبی عنوان به یکتا طور به می توان را V در بردار هر زیرا است، پوشا و یک به یک هم ریختی این
نوشت. v1, . . . , vn از خطی

داریم: نتیجه در و است، هم ریختی یک φ که کرد تأیید می توان راحتی به بنابراین،

V ∼= W

است. هم ریخت Rn با n‑بعدی حقیقی برداری فضای هر خاص، طور به
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خطی نگاشت یک ماتریس

بردارها روی بر عملیات انجام و نمایش برای می شوند. تعریف انتزاعی صورت به برداری فضاهای
(Ⅿatrix) ماتریس نام به که اعداد مستطیلی آرایه های از معمولا رایانه، در خطی نگاشت های و

می کنیم. استفاده می شوند، شناخته
پایه های با متناهی بعدی برداری فضاهای W و V که کنید فرض

v1, . . . , vn و w1, . . . ,wm

و هستند Aij آن درایه های که T ماتریس آنگاه باشد. خطی نگاشت یک T : V → W و باشند
بود: خواهد زیر صورت به می شود، تعریف j = 1, . . . , n و i = 1, . . . ,m برای

Tvj = A1jw1 + · · ·+ Amjwm

W برای شده انتخاب پایه در Tvj مختصات شامل A ماتریس j‑ام ستون که معناست بدان این
است.
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ماتریس توسط خطی نگاشت القای

می کند: القا را خطی نگاشت یک A ∈ Rm×n ماتریس هر عکس، طور به

T : Rn → Rm

صورت به که
Tx = Ax

A ماتریس همان ،Rm و Rn استاندارد پایه های به نسبت نگاشت این ماتریس می شود. تعریف
است.
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(Transpose of a Matrix) ماتریس ترانهاده ی

می شود، داده نشان AT ∈ Rn×m با که آن، (Transpose) ترانهاده ی باشد، A ∈ Rm×n اگر
می شود: تعریف زیر صورت به

(AT)ij = Aji هر ,i)برای j)

AT ستون های به تبدیل A سطرهای و AT سطرهای به تبدیل A ستون های دیگر، عبارت به
می شوند.
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ماتریس ترانهاده ی ویژگی های

نتیجه آن تعریف از راحتی به که است کاربردی و مهم خاصیت چندین دارای ماتریس یک ترانهاده ی
می شوند:

(AT)T = A ۱

(A + B)T = AT + BT ۲

(αA)T = αAT ۳

(AB)T = BTAT ۴
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(Normed Spaces) نرم دار فضاهای

است. اقلیدسی فضای از طول مفهوم تعمیم ،(Norⅿ) نرم
صورت: به است تابعی V حقیقی برداری فضای روی نرم یک

‖ · ‖ : V → R

دارد: را زیر ویژگی های که
x = 0 که است برقرار زمانی تنها برابری و ،‖x‖ ≥ 0 ۱

‖αx‖ = |α|‖x‖ ۲

(Triangle مثلثی نامساوی نام با خاصیت این ‖x + y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖ ۳

می شود شناخته Inequality)
.α ∈ R همه ی و x, y ∈ V همه ی برای

نرم دار برداری فضای عنوان به باشد، شده مجهز نرم یک با همراه که برداری فضای یک
می شود. شناخته (Normed Vector Space)
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اقلیدسی نرم

‖x‖2 =

( n∑
i=1

x2
i

) 1
2
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(Inner Product Spaces) داخلی ضرب فضاهای

است: تابعی ،V حقیقی برداری فضای یک روی (Inner Product) داخلی ضرب

〈·, ·〉 : V × V → R

داراست: را زیر خواص که
.x = 0 که است برقرار زمانی تنها برابری و ،〈x, x〉 ≥ 0 ۱

اول: متغیر در خطی خاصیت ۲

〈x + y, z〉 = 〈x, z〉+ 〈y, z〉, 〈αx, y〉 = α〈x, y〉

بودن: متقارن خاصیت ۳

〈x, y〉 = 〈y, x〉

۵۲ / ۲۱ Spring 2025 machine learning prerequisites workshop Hamid R Rabiee – Zahra Dehghanian



نرم دار فضای و داخلی ضرب فضای

شده مجهز داخلی ضرب یک با همراه که برداری فضای یک ،α ∈ R و x, y, z ∈ V همه ی برای
می شود. شناخته (Inner Product Space) داخلی ضرب فضای عنوان به باشد،

می کند: القا V روی (Norⅿ) نرم یک ،V روی داخلی ضرب هر

‖x‖ =
√

〈x, x〉

فضای هر بنابراین، هستند. برقرار تعریف این تحت نرم ها به مربوط اصول که داد نشان می توان
می شود). محسوب نیز متریک فضای یک نتیجه در (و است نرم دار فضای یک داخلی، ضرب
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(Orthogonaⅼity) بردارها بودن متعامد

اگر: می شوند، نامیده (Orthogonaⅼ) متعامد ،V فضای در y و x بردار دو

〈x, y〉 = 0

می شود. داده نمایش x ⊥ y صورت به معمولا که
طول بودن، متعامد بر علاوه که هستند بردارهایی ،(Orthonorⅿaⅼ) iیک متعامد بردارهای

دارند: نیز واحد
‖x‖ = ‖y‖ = 1
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Rn در استاندارد داخلی ضرب

می شود: تعریف زیر صورت به Rn در استاندارد داخلی ضرب

〈x, y〉 =
n∑

i=1
xiyi = xTy

ماتریس یک آن نتیجه ی که است ماتریسی ضرب از خاص حالت یک داخلی ضرب این واقع، در
می شود. تفسیر اسکالر عدد یک عنوان به آن مقدار که می شود گرفته نظر در 1 × 1
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(Pythagorean Theorem) فیثاغورس قضیه

می یابد. تعمیم داخلی ضرب فضاهای تمام به طبیعی صورت به فیثاغورس معروف قضیه
آنگاه: ،x ⊥ y اگر .۱ قضیه

‖x + y‖2 = ‖x‖2 + ‖y‖2

بنابراین: .〈x, y〉 = 0 یعنی ،x ⊥ y کنید فرض اثبات:

‖x + y‖2 = 〈x + y, x + y〉 = 〈x, x〉+ 〈y, x〉+ 〈x, y〉+ 〈y, y〉 = ‖x‖2 + ‖y‖2

می کند. کامل را اثبات که
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Ⅽauⅽhy−Sⅽhwarz نابرابری

است: مفید مختلف کران های اثبات برای گاهی نابرابری این

|〈x, y〉| ≤ ‖x‖‖y‖

(یا باشند یکدیگر از عددی مضارب y و x که است برقرار زمانی برابری .x, y ∈ V تمام برای
باشند). (linearly dependent) خطی وابسته آن ها که وقتی آن، معادل
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(Orthogonal Complements and تصویرها و متعامد متمم
Projections)

(Orthogonal متعامد متمم آنگاه است، داخلی ضرب فضای یک V آن در که S ⊆ V اگر
هستند: متعامد S از عضو هر بر که است V بردارهای تمام از مجموعه ای Complement)

S⊥ = {v ∈ V | v ⊥ s aⅼⅼ for s ∈ S}
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ویژه مقادیر و ویژه بردارهای

وجود بردارهایی است ممکن ،A ∈ Rn×n (square matrix) مربعی ماتریس یک برای
شوند. ضرب ثابت مقدار یک در فقط آنها، به A اعمال هنگام که باشند داشته

(Eigenvaⅼue) ویژه مقدار و (Eigenveⅽtor) ویژه بردار تعریف
اگر: است λ ویژه مقدار با A از (eigenveⅽtor) ویژه بردار x ∈ Rn صفر غیر بردار یک

Ax = λx

داریم: ،λ هر برای زیرا نمی شود، لحاظ تعریف این در صفر بردار

A0 = 0 = λ0
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ویژه بردار

صورت: این در باشد. λ ویژه مقدار با A از (eigenveⅽtor) ویژه بردار یک x کنید
است. λ+ γ ویژه مقدار با A + γI از ویژه بردار یک x ،γ ∈ R هر برای ۱

λ−1 ویژه مقدار با A−1 از ویژه بردار یک x آنگاه باشد، (invertibⅼe) وارون پذیر A اگر ۲

است.
داریم: ،k ∈ Z هر برای ۳

Akx = λkx

است). تعریف اساس بر A0 = I آن در (که
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ماتریس (Traⅽe)

است: آن قطری درایه های مجموع با برابر مربعی ماتریس یک Traⅽe

tr(A) =
n∑

i=1
Aii

است: زیر جبری خواص دارای Traⅽe
tr(A + B) = tr(A) + tr(B) ۱

tr(αA) = αtr(A) ۲

tr(AT) = tr(A) ۳
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Traⅽe بیشتر ویژگی های

tr(ABCD) = tr(BCDA) = tr(CDAB) = tr(DABC)

(invariance under چرخه ای جایگشت های تحت ناوردایی عنوان به خاصیت این
می شود. شناخته cyclic permutations)

داریم: کلی حالت در مثال، عنوان به داد. جایگشت دلخواه به طور نمی توان را ماتریس ها نکته:

tr(ABCD) 6= tr(BACD)
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ویژه مقادیر و Traⅽe

است: آن ویژه مقادیر مجموع با برابر ماتریس یک Traⅽe مهم: ویژگی

tr(A) =
∑

i
λi(A)

می شوند.) گرفته نظر در تکرارهایشان اساس بر ویژه (مقادیر
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(Ⅾeterⅿinant) دترمینان

ویژگی های مهم ترین اما کرد، تعریف مختلفی روش های به می توان را مربعی ماتریس یک دترمینان
هستند: زیر صورت به آن

det(I) = 1 ۱

det(AT) = det(A) ۲

det(AB) = det(A) det(B) ۳

det(A−1) = det(A)−1 ۴

det(αA) = αn det(A) ۵
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ویژه مقادیر و دترمینان

است: آن ویژه مقادیر حاصل ضرب با برابر ماتریس یک دترمینان مهم: ویژگی

det(A) =
∏

i
λi(A)

می شوند.) گرفته نظر در تکرارهایشان اساس بر ویژه (مقادیر
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(Orthogonal Matrices) متعامد ماتریس های

این باشند. یکه متعامد دو به دو آن ستون های اگر می شود نامیده متعامد Q ∈ Rn×n ماتریس یک
که: است معنی این به تعریف

Q⊤Q = QQ⊤ = I

عبارتی: به یا
Q⊤ = Q−1
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داخلی حاصل ضرب حفظ

می کنند: حفظ را داخلی حاصل ضرب که است این متعامد ماتریس های مهم ویژگی

(Qx)⊤(Qy) = x⊤Q⊤Qy = x⊤Iy = x⊤y
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(۲−Norⅿ) دو نرم حفظ

می کنند: حفظ نیز را دو نرم ماتریس ها این که است این قبل خاصیت مستقیم نتیجه

‖Qx‖2 =
√

(Qx)⊤(Qx) =
√

x⊤x = ‖x‖2
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هندسی تفسیر

که گرفت نظر در تبدیل یک عنوان به می توان را بردار یک در متعامد ماتریس یک ضرب بنابراین،
بازتاب مبدأ به نسبت یا داده (Rotation) دوران را آن است ممکن اما می کند، حفظ را بردار طول

دهد. (Refⅼeⅽtion)
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متقارن ماتریس های تعریف

برابر خود ترانهاده ی با اگر می شود، نامیده (Syⅿⅿetriⅽ) متقارن A ∈ Rn×n ماتریس یک
باشد:

A = A⊤

که: یعنی این
Aij = Aji ∀(i, j)

است. قوی پیامدهای دارای تعریف این
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(Spectral Theorem) طیفی قضیه

متعامد پایه ی یک آنگاه باشد، متقارن A ∈ Rn×n اگر (Spectral Theorem) : قضیه
که دارد وجود Rn برای (Eigenveⅽtors) ویژه بردارهای از (Orthonormal Basis)

است. A ویژه ی بردارهای شامل
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(Eigen Decomposition) ویژه مقدار تجزیه عملی: کاربرد

آن: به که می شود متقارن ماتریس های تجزیه ی از خاصی نوع به منجر قضیه این
(Eigen Decomposition) ویژه مقدار تجزیه ی
(Spectral Decomposition) طیفی تجزیه ی

می شود. گفته
متناظر، ویژه ی مقادیر λ1, . . . , λn و باشند ویژه بردارهای از متعامد پایه ی یک q1, . . . , qn اگر

و: است آن ستون های عنوان به qi بردارهای شامل متعامد ماتریس یک Q آنگاه

� = ⅾiag(λ1, . . . , λn)
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طیفی تجزیه اساسی رابطه ی

تعریف: به توجه با
Aqi = λiqi

داریم: ،i هر برای
AQ = Q�

می رسیم: ویژه مقدار تجزیه فرم به ،Q⊤ در راست طرف ضرب با که

A = Q�Q⊤
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Singular value decomposition

ماتریس هر که بازمی گردد واقعیت این به آن قدرت که است خطی جبر در مهم ابزاری SVⅮ
می شود: تعریف زیر صورت به SVⅮ است. SVⅮ دارای A ∈ Rm×n

A = UΣV⊤

آن: در که
(Orthogonal Matrices) متعامد ماتریس های V ∈ Rn×n و U ∈ Rm×m

هستند.
منفرد مقادیر که است (Diagonal Matrix) قطری ماتریس Σ ∈ Rm×n

دارند. قرار آن قطر روی A (Singular Values)
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منفرد مقادیر ترتیب

به مقادیر این قرارداد، اساس بر و دارند، غیرصفر مقدار منفرد مقدار r = rank(A) اولین فقط
می شوند: مرتب نزولی صورت

σ1 ≥ σ2 ≥ · · · ≥ σr > σr+1 = · · · = σmin(m,n) = 0
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SVⅮ دیگر نمایش

خارجی حاصل ضرب مجموع از استفاده (با SVⅮ نوشتن برای دیگری راه
است: زیر صورت به ((suⅿ−of−outer−proⅾuⅽts)

A =
r∑

i=1
σiuiv⊤i

هستند. V و U از i‑ام ستون های ترتیب به vi و ui آن در که
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ویژه مقادیر و singⅼe vaⅼues

AA⊤ و A⊤A برای (Eigen Decomposition) ویژه مقدار تجزیه SVⅮ تجزیه عوامل
می کنند: ارائه

A⊤A = (UΣV⊤)⊤(UΣV⊤)

= VΣ⊤U⊤UΣV⊤ = VΣ⊤ΣV⊤

AA⊤ = UΣV⊤(UΣV⊤)⊤

= UΣV⊤VΣ⊤U⊤ = UΣΣ⊤U⊤
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singⅼe vaⅼues و ویژه بردارهای

ویژه ی مقادیر (Right Singular Vectors − راست ویژه (بردارهای V ستون های
هستند. A⊤A

ویژه ی مقادیر (Left Singular Vectors − چپ ویژه (بردارهای U ستون های
هستند. AA⊤

مربع با برابر آن ها قطر روی مقدارهای و هستند قطری دو هر ΣΣ⊤ و Σ⊤Σ ماتریس های
است. σ2

i منفرد مقادیر
هستند. (AA⊤ آن معادل (یا A⊤A ویژه ی مقادیر دوم ریشه های A منفرد مقادیر بنابراین،
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قضیه

آنگاه: باشد، A ∈ Rm×n اگر
:A⊤ تصویر متعامد متمم با است برابر A از (Null space) فضای ۱

nuⅼⅼ(A) = range(A⊤)⊥

است: Rn با برابر ماتریس تصویر و نول (Direct Sum) مستقیم جمع ۲

nuⅼⅼ(A)⊕ range(A⊤) = Rn

بدهند: را n مقدار تا می شوند جمع هم با نول فضای بعد و تصویر فضای بعد ۳

dim range(A) + dim nuⅼⅼ(A) = n
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اساسی زیرفضاهای و SVⅮ

باشد: زیر صورت به A منفرد مقدار تجزیه اگر

A = U�V⊤

(Fundamental اساسی زیرفضای چهار متعامد پایه های ترتیب به V و U ستون های آنگاه
می دهند. تشکیل را A از Subspaces)

(Ⅽoⅼuⅿns) ستون ها (Subspaⅽe) زیرفضا
U ستون های r اولین range(A)
V ستون های r اولین range(A⊤)

U ستون های m − r آخرین nuⅼⅼ(A⊤)

V ستون های n − r آخرین nuⅼⅼ(A)

r = rank(A) آن: در که
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دوم درجه فرم های

دوم درجه فرم یک را x⊤Ax عبارت باشد. متقارن ماتریس یک A ∈ Rn×n کنید فرض
می نامند. A از (Quadratic Form)

است: سودمند x بردار و A ماتریس منفرد مؤلفه های برحسب دوم درجه فرم بازنویسی گاهی

x⊤Ax =
n∑

i=1

n∑
j=1

Aijxixj
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دوم درجه فرم های ویژگی های

نباشد. متقارن اگر حتی است، معتبر مربعی ماتریس هر برای رابطه این
قرار بحث مورد متقارن ماتریس های زمینه ی در معمولا دوم درجه فرم های حال، این با

می گیرند.
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